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Resumen

Considerando un juego diferencial entre dos coaliciones, de suma no nula,
el objeto en este trabajo es encontrar soluciones eficientes feedback para los
jugadores suponiendo tanto un horizonte temporal finito como infinito en el
desarrollo del juego. Teniendo en cuenta el concepto de solucién eficiente en
sentido de Pareto, las soluciones eficientes que se encuentran, utilizando como
método de busqueda el principio del minimo o la programacién dinamica, son
idénticos aunque su representacién es distinta; ademds, esta representacion
depende del horizonte temporal elegido para el juego, ya que si éste es infinito
la busqueda conlleva la resolucién de un sistema no lineal de ecuaciones, mien-
tras que para un periodo temporal finito la obtencién supone la resolucién de
un sistema de ecuaciones diferenciales no lineales con coeficientes variables.

Palabras clave: Juegos diferenciales, estrategias feedback.



1.- INTRODUCION

Es conocida la politica emergente de concienciacién social respecto al mante-
nimiento de estrategias medio ambientales proclives hacia la reduccion de emisiones
de gases contaminantes a la atmosfera para intentar paliar el denominado efecto
invernadero. Son numerosas las reuniones internacionales cuyo objetivo es obtener
acuerdos dirigidos a frenar o al menos no agravar el problema del calentamiento
global de la atmdsfera. Muchas de estas reuniones no alcanzan el consenso necesario
debido, entre otros aspectos, a que las naciones industrializadas necesitarian mod-
ificar gran parte de sus estructuras productivas para disminuir sus emisiones a la
atmosfera y las naciones menos contaminantes, que coinciden con las menos desar-
rolladas, desearian incrementar sus emisiones para alcanzar un nivel de desarrollo
apropiado. Podria decirse que intereses econémicos, sociales y politicos, considera-
dos aisladamente o en conjuncién con otros elementos, son los que abren o cierran
posibilidades para llegar a acuerdos que influenciaran el desarrollo futuro de la vida

en este planeta.

Debido a la necesidad de buscar soluciones para el problema, distintos trabajos
tratan de abordarlo desde distintas perspectivas técnicas y econémicas. Se utilizan
modelos de simulacién haciendo intervenir aspectos econémicos y ecolégicos como en
Carraro et al.(1996), Nordhaus (1996); se realizan valoraciones de coste-beneficios
como en Gusbin et al. (2000) que subraya que la adopcién del protocolo de Kyoto
supondria pérdidas en el PIB tanto en EE.UU. como en la UE; también se utiliza
como instrumento para el andlisis la teoria de juegos con el objetivo de encontrar
estrategias a seguir por empresas o coaliciones de paises como en Dockner et al.
(1993), Kaitala et al. (1995), Petrakis et al.(2003) o Zahaf (2004).

El trabajo de Kaitala y Pohjola (1.995) aborda, considerando dos administra-
ciones distintas, el problema del coste asociado al mantenimiento de unas cuotas de
emisién y al coste que ocasiona, a cada una de ellas, el compartir una atmosfera
contaminada. Estos autores formularon un juego diferencial, en horizonte infinito,
cuya variable de estado correspondia al exceso de C'O, en la atmosfera respecto al
nivel existente en 1.990, estando determinada su evolucién en el tiempo como una
funcién de las emisiones de las coaliciones y de la actuacion de limpieza natural del
medio ambiente. Si las dos administraciones se coaligan, la bisqueda de soluciones
cooperativas puede realizarse por distintos procedimientos. Una alternativa es uti-
lizar programacién dinamica en vez del principio del minimo, representando ambos

los procedimientos mas ampliamente utilizados en la busqueda de estrategias en los



juegos diferenciales.

El objetivo en este trabajo es utilizar programacién dindmica para resolver el
problema del jugador cooperativo y de este modo, encontrar estrategias feedback que
tienen la caracteristica de ser consistentes en el tiempo. Las estrategias dependeran
del valor que alcance la variable de estado y del momento en el que se desarrolle
el juego y seran independientes de la situacion inicial de la variable de estado. La
aplicacion de la programacién dinamica para la btisqueda de las estrategias presenta
caracteristicas diferentes segtin se considere el juego propuesto en horizonte finito
o infinito. En este trabajo, perseguimos obtener los controles feedback en ambos

supuestos.

El trabajo dividido en secciones se ocupa, del planteamiento y formulacién del
juego y del problema que tiene que resolver el jugador cooperativo. Se determinan
las estrategias feedback para el jugador cooperativo cuando el juego se desarrolla
sobre un horizonte temporal infinito y se buscan estas estrategias feedback cuando
la amplitud temporal del juego es finita. Ademads se realiza un analisis numérico
dando valores especificos a los pardametros para contrastar algunos resultados y por

ultimo el trabajo concluye subrayando ciertos aspectos obtenidos en su elaboracion.

2. PLANTEAMIENTO DEL JUEGO

Denotemos por Q(t) el exceso de CO; en la atmésfera en un momento cualquiera
t respecto de sus valores para el ano 1.990 en una zona geografica con dos adminis-
traciones distintas; por e;(t), es(t) las emisiones instantdaneas de CO; de cada una

de las dos administraciones y por €i,,, €s, sus cuotas de emision pactadas.

Considerando un horizonte temporal de amplitud finita 7" o infinita, supongamos
que cada administracién trata de minimizar el valor actual del coste asociado a la
desviacion de sus emisiones instantaneas respecto de sus cuotas de emision acordadas
mas el valor actual del coste asociado al nivel de C'O, presente en la atmosfera en
cada momento durante el desarrollo del juego; luego cada administracién ¢ = 1,2

intenta minimizar .
/0 e " [Ci(ei(t)) + Di(Q(1))] dt

conociendo ambas, que la evolucion de la contaminacion verifica la ecuacién dife-

rencial
dQ(t)

— = =ola(t) +e(t) - 5Q(1), Q0)=0,



siendo p la tasa de actualizacion supuesta idéntica para ambas administraciones,
oy 3 parametros positivos que recogen la intervencion de la naturaleza sobre las
emisiones y sobre la contaminaciéon medioambiental latente en la atmésfera, res-
pectivamente, y C;, D;, para i = 1,2, representan las funciones de costes para cada
administracion, respecto a las emisiones y al tener que soportar la contaminacion

ambiental.

Tenemos, por tanto, formulado un juego diferencial con dos jugadores de suma
no nula sobre un horizonte temporal finito o infinito. Si suponemos que ambas
administraciones acuerdan seguir estrategias cooperativas en la busqueda de solu-
ciones para sus problemas, ellas constituiran un tinico agente que tratara de resolver
el problema de los dos objetivos, sujeto a la ecuacién diferencial que gobierna la

evolucion de la contaminacién ambiental junto con su condicién inicial.

Para encontrar las soluciones cooperativas podemos utilizar el procedimiento
de las ponderaciones y ajustando expresiones cuadraticas a las funciones de costes
especificadas en los funcionales de los jugadores, tendremos que resolver el problema
uniobjetivo de minimizar

1-a) (ca(ea(t) — eam)”® + d2Q(1)?) | dt

T, 00
/o e’ {%(Cl(el(t) —e1m)? + diQ(1)?) +
teniendo en cuenta la evoluciéon de la contaminacién junto con su condicién ini-
cial, donde a € (0,1), es el pardmetro de ponderacién y ¢;, d;, para i = 1,2, son
parametros positivos que recogen costes unitarios que posiblemente sean diferentes
para cada una de las administraciones. El jugador cooperativo tratard de encontrar
los valores de las emisiones e;(t), es(t), para todo ¢t € [0,7], en horizonte finito o
para todo t € [0,00), si la amplitud temporal del juego es infinita, de modo que el

problema uniobjetivo alcanza un minimo.

3.- DURACION INFINITA DEL JUEGO

Para resolver el problema uniobjetivo de las ponderaciones por programacion

dindmica consideramos el hamiltoniano asociado al problema

H(t e1,e2,Q) = S(ci(ex(t) — enm)® + d1Q(1)*)+

|~
[y

52 (calea(t) — eam)? + daQ(t)?)+

DLD [5(ey (1) + ea(t)) — BQL)]
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donde V' (¢, Q) es la funcién de valor asociada al jugador cooperativo. La resolucién

del problema asociado al hamiltoniano
minel,eg H(ta €1, €2, Q)

que constituye un programa convexo y diferenciable y, por tanto, las condiciones
necesarias de minimo son también condiciones suficientes, determinan los valores de

las emisiones para todo t € [0,00) y encontramos

o O OV(Q)
R
o OV(LQ)
€2 = om (1—-a)e, 0Q

Para cada o € (0,1), el par (e}, e}) constituye un éptimo de Pareto si somos

capaces de determinar una funcién de valor que verifique la ecuacién de Hamilton-

Jacobi: V(L. Q)
- T£ - pV(t, Q) = H(ta eia 637 Q)
t
con la condicion tlim ept%é@ = 0. Si proponemos como funcién de valor

V(Q) = aQ* + a1Q + as

y, por tanto, con coeficientes independientes del tiempo y sélo dependientes del nivel
de contaminacion, la ecuacion diferencial que tiene que satisfacer la funcion de valor

sera
2 2

dV o o dV
pv(Q) = d(QQ) |:0-(61m + €2m) - (a_cl + (1704)02) d(QQ) - BQ +

% |: o2 (d\;ézQ)>2+d1Q2i| +

a?cq

(1—a) o? dV(Q)\2 2
2 [(1_a)262( a0 )? + d2Q ]7
y para resolverla podemos aplicar el procedimiento de los coeficientes indetermi-

nados. En este caso las incognitas de la funcion de valor tendran que verificar el

sistema de ecuaciones no lineales

2 2

o o 1
pay = —2&3 [04—01 + m} — 2Bagp + 3 lad; + (1 — a)dy],



o? o?
pa; = —20,0611 _t | — ﬁal -+ 2(100'(61m + eQm)a
aci (1 —a)ey
Le [ "] 4 (e + o)
s = ——a2 | — + —————| + ay0(e1m + € ).
paz 2 Moo (1—a)e o ’

La primera ecuacion determina, para cada «a, dos posibles valores para ag, uno
positivo y otro negativo, pero considerando el positivo la funcién de valor verifica la

condicién terminal y si operamos, encontramos

_ M) =B-p
Gola) = 2[a_2+072}’

acy (1—a)ca

()\1 (OJ) — ﬁ - p)a(elm + eZm)
M) [2+ 2]

02 (em + an)*((0)? — (B4 p)?)

20h(0)2 [ 2 + 25

ar (@) =

)

as(a

donde

prJlo+ 282 442+ 2] (adi + (1 - a)a
2 bl

)\1 (Oé) =

y A2(a) = p — Ai(«a), que utilizaremos posteriormente.

Determinada la funciéon de valor, podemos obtener distintos resultados. Los

controles feedback para el jugador cooperativo seran
. o
€1(Q, @) = ery — ac: [2a0(a)@ + a1 ()],

(1-a)ey

y por tanto las emisiones de las administraciones en cada momento dependen del

¢5(@s) = e — [200(@)Q + ar(@)]

valor del parametro de ponderacion « y del nivel de contaminacién en ese momento
y son independientes del momento en el que se apliquen. Observemos que si el
nivel de contaminacion crece, las emisiones de las administraciones disminuiran para

cualquier valor del parametro de ponderacién a.

Si el jugador cooperativo aplica estas emisiones desde el momento inicial, el valor

actual del coste en el que incurre durante el desarrollo del juego serd as(«), valor



que coincide con aJi(a) + (1 — o) Ja(«), siendo

he) =3 [ e @@ a) — e + 4@

el coste de la administraciéon denotada por uno y

1

he) =3 [ e [lleh(Q o) — ean) + QY]

el coste de la otra administracion.

Si las emisiones 6ptimas comienzan a aplicarse en ¢ € (0, 00), el valor actual del

coste asociado al jugador cooperativo en t serd

(1-a)
2

/t T e [g@(em a) + Di(Q) + (Co(e5(Q. 0)) + Do(Q) | d,

que coincide con la funcién de valor V(Q) = apQ? + a,Q + as.

Mediante los resultados ya obtenidos podemos encontrar la evolucion del exceso

de contaminacién en funcion del tiempo resolviendo la ecuacién diferencial lineal

%z(ft) = o(e1m + €am) — Lj—cl + (1—0704)02} [2a0()Q(t) + a1 ()] = BR(1),

que proporciona como solucion

Q(t.a) = Znt O LD (en )~ (a)a

)\g(oz)t)
)\1 (O[))\Q (Oé)

—e

para todo t € [0,00). La contaminacién, por tanto, evoluciona siguiendo una funcién

mondtona creciente con tlim Q(t,a) = Q" (a) > Q(0); la velocidad de ajuste hacia
— 0

Q*(a) depende de \y(«) al verificarse

Q" (o) — Q(t,a) — (@
Q*(a) = Q(0, ) '

La funcién Q*(«) es creciente respecto de las cuotas de emisién pactadas, ey, €2,

y respecto a los costes unitarios ci, co; es decreciente respecto de los costes unitarios

(e . ‘ - _ Vdaco
di y dy y alcanza un 6ptimo si el parametro de ponderacién o = NI



Observamos, también que

W)~ 2a0()Q(t, @) + ar(a) =

o(e1m+eam)(ad 1—a)d * «
— et EREI—0R) — 900(0)Q* ()™ @) =

Q™ (a) — 2a0(@) Q" (cr)e ()
para todo t € [0, 00); luego, esta funcion es positiva, mondtona creciente y satisface

L V(Q)

T = Q" (a) > 0.

La velocidad de ajuste hacia @**(«) coincide con la que presenta Q(,«) respecto
con QQ*(a) y ambas coinciden con la que presentan las soluciones eficientes e} (¢, @),
g

es(t, ), hacia ey, — v () < €im, €om — m@**(&) < €im, respectivamente.

También se puede observar que thm (ei(t,a) +e5(t,a)) = é@*(a) > 0.
—00 o

3.- DURACION FINITA DEL JUEGO

Si resolvemos el problema de las ponderaciones del jugador cooperativo exten-
didas las integrales a un periodo temporal finito aplicando programacion dinamica,
tendremos que considerar el mismo hamiltoniano que utilizamos en el caso de hori-
zonte infinito y resolver idéntico problema asociado, por tanto, los controles 6ptimos
satisfacen las mismas expresiones. La sustitucién de los controles éptimos en el
hamiltoniano también nos conduce a resolver la misma ecuacion diferencial en deriva-
das parciales que tiene que satisfacer la ecuacién de valor, pero ahora tenemos la
condicién terminal V (T, Qr) = 0, denotando por Qr el valor de la contaminacién
para el problema que ahora estudiamos. La nueva condiciéon terminal nos impide
considerar el mismo ajuste sobre la funcién de valor que se realizé en horizonte

infinito y por ello proponemos como funcién de valor para este caso

V(t, QT) = ao(t)Q% + ap (t)QT + ag(t)

y por tanto, en horizonte finito los coeficientes que determinan la funcién de valor

son dependientes del tiempo. La ecuacién de Hamilton-Jacobi que ahora tendremos



que resolver es

oV (¢, v (t,
—(PL90) v (t,Qr)) = %g(elm + o) —

dV (t,Qr) o2 o2 dV (t,Qr)
dQTT |:(Oz_01 + (1701)62) dQTT +ﬁQ]

a o2 (dV (¢,
S [ (M2 + Q3] +

11—« 0'2 av t,
( 2 ) [(1—&)202( chgT)>2+d2Q%:| .

Si sustituimos por el ajuste realizado, tendremos que los coeficientes de la funcién
de valor, que desconocemos, tienen que verificar el siguiente sistema no lineal de

ecuaciones diferenciales con coeficientes dependientes del tiempo

paaft) = =200t | =+ | = 20a(t) + 5 fad + (1 - )] + L)
par(t) = =2ao(t)an () [(3—01 - (1_070[)02} — Bay(t) + 20(e1m + eam)ao(t) + da;t(t)’
o? - das(t)

1 2
pas(t) :—aal(t) {— TR

acy m} + o(e1m + eam)as (t) +

y ademads, tenemos que tener en cuenta las condiciones terminales sobre los coefi-
cientes ag(T) = 0, a1(T) = 0, az(T) = 0, desde la condicién terminal que tiene que

verificar la funcion de valor.

La ecuacién que satisface ag(t) es una ecuacion diferencial de Ricatti, cuya solu-
cién es

u(0) = PI0le) =p = L= D)
2 b 2] Qale) = p— B = (M) — p— Be@-r(@ni-1)

ap(t,a) = ; [

y, observemos lim ag(¢,«) = ag(a), que conecta los coeficientes en el caso de hori-

T—o00

zonte infinito y finito.

Resolviendo la segunda ecuacion diferencial, encontramos

eA1(@)=A2(a))(t=T) 1 (M (a) — 2(04)) (A1 (@)—p—B)(t—=T)
1

ar(t,a) = M(a) [ (@) “Nla) A1 () Az(a)



siendo

o(eim + eam)(Mi(a) — p = B)(Aala) — p— )

M(a) = —2— - .
[+ 5] (ala) = 0= 5= D) = p = F)eie o))

También se verifica Tlim ai(t, o) = a1 ().

— 00

Conociendo los valores de ag(t, @) y a1(t, ), podemos encontrar las soluciones

eficientes
o
ei(ta QT7 Oé) = €im — Oé—Cl [20,0(t, C“)QT + ai (ta Oé)] )
ey(t, Qr, ) = egm — m [2a0(t, )Qr + a1 (t, )],

y desde ellas la evolucion de la contaminacién para todo ¢ € [0, 7]

QT(t) - Q*(Oz) . Hl(a)e)q(oc)(t—T) + H2(O[)e>\2(a)(t—T)

donde
(04 6= M(@)Q*(0) + [ £ + 72| @ (e
) = B = A @)e T — (o4 B — dafa))e T
(p+ B = Xa(@)Q (@) + |2+ o] @ (a)e T
HQ(O() =

(04 B = Ma(@)e M@ = (p+ §— pfa))e =T

son funciones negativas para cualquier valor del parametro de ponderacién y veri-

ngg; < (i—;)Q Con estos resultados podemos comprobar que el nivel de

contaminacién crece con el tiempo y en un primer intervalo se comporta como si el

fican 1 <

horizonte fuera infinito hasta alcanzar

1
)\1(0&) — )\2(0[)

tgr =T+ Ln {HZ(O‘)AZ(O‘V}

Hy ()M (a)?
momento, a partir del cual la funcién es concava y sigue su recorrido hasta alcanzar
Qr(a) = Q*(a) — Hy(a) + Ha(a) > Q*(av).

Teniendo en cuenta que e *!(ag(t,a)Qr(t)* + a1 (t, a)Qr(t) + az(t, ) concide

con

(1-a)

/t Ewl(e’{(z)) + Di(Qr(2) + —5—(Ca(€5(2)) + Da(Qr(2)) | dz,

también podemos encontrar el valor de as(t, ) que nos determina el valor actual

9



del coste asociado al jugador cooperativo durante todo el desarrollo del juego, esto

es, coincide con

(1-a)

/ epz[%(cﬂfﬁzn-+l%(QT(@)+- (Cales(z) + Do Qr(2) | d2

Conociendo as(t, o) tendremos determinada la expresién de la funcién de valor para
todo t € [0,T7.

La evolucion de los 6ptimos de Pareto quedan determinados obteniendo

OV (4,Q7 (L
%ﬁﬂ = 2a0(t, @)Qr(t, ) + ai(t,a) =

ok Hi(a a)(t— H>(a a)(t—
Q*(a) — (ad; + (1 — a)ds) [M%&}@em Ne-T) — Tl ehalat T>]

que, en funcién del tiempo, es una funcién céncava y admite un méaximo en

L LnFEWMﬂ®@+5—AN®q
A1) = Az(a) Hi(a)M(a)(p+ B — A2(a)) ]|

Luego el punto donde esta funcion alcanza el maximo es superior al momento donde

el nivel de contaminacién alcanza su punto de inflexion y también

- IV (t,Qr(t,a))

Jim 307 = Q" ().

Los éptimos de Pareto, por tanto, en funcién del tiempo, son funciones convexas
que alcanzan un minimo en el punto ¢g++, momento que determina un fuerte cambio
de tendencia en su comportamiento ya que desde ese momento las emisiones crecen

hasta alcanzar la cuota pactada.

4. ANALISIS NUMERICO DE LOS RESULTADOS

Teniendo en cuenta los resultados de la seccién anterior podemos observar que
tanto los valores de las emisiones 6ptimas que las administraciones realizarian si-
guiendo una estrategia cooperativa como los niveles de contaminacién que alcanzaria
la atmoésfera, dependen de numerosos valores parametricos y, por tanto, seria posible
analizar su comportamiento ante modificaciones de estos diferentes parametros. En
esta seccion estudiamos el comportamiento de las variables més significativas del

juego en dos situaciones especificas.

En un primer caso, supongamos que ambas administraciones tienen una capaci-

10



dad de contaminacién similar de modo que puede considerarse que tienen costes
iguales tanto por el problema mediambiental como para ajustarse a las cuotas
pactadas de emisiéon y en un segundo caso, supongamos que una administracion
tiene unos costes mucho mas elevados que la otra, que corresponderia al caso de una
administracion con fuertes emisiones contaminantes frente a otra que practicamente
no contamina. En ambos casos supondremos que se pactan unas cuotas de emision
idénticas para ambas administraciones. En la tabla siguiente se muestran los valores

paramétricos seleccionados

Parametros fijos del Modelo
p 0,05 o 0,58 0,005 7T |20
e1m | 10 cp |15 || ¢ | 150 ¢ | 15
eom | 10 dy | 12 || df | 120 dy | 12

En la figura 1 se recoge la evolucién, en funcion del tiempo, de la contaminacién
que recordemos tiende hacia Q*(«). La gréfica de la izquierda muestra la evolu-

cién del nivel de contaminacién cuando el horizonte temporal del juego es infinito
1 3 1
107 107 2
cuando los costes

considerando tres valoraciones para el parametro de ponderacion cuando

11 09
57 27 10
son distintos. Cuando los costes son iguales Q*(a) = Q*(1 — a) y Q*(«) alcanza su

los costes para las administraciones son idénticos y a =

maximo en o = %; si los costes son distintos, la variable Q*(«) alcanza su maximo en
a = 0,09, encontrando Q*(0,9) < Q*(0,5) y la tendencia de la contaminacién dis-
minuye a medida que aumenta el parametro de ponderacién alcanzando los valores

mas pequenos que muestra el grafico.

oF

0.5

0.5

0.4

0.z

0.2

0.1

o
in
u K

z0

Figura 1: Niveles de contaminacion.
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La gréfica situada a la derecha compara la evolucion de la contaminacion cuando
el juego se considera en horizonte finito e infinito y ao = % que corresponde al valor
donde la variable Q*(«) alcanza su maximo si los costes unitarios de las admi-
nistraciones son iguales; de ahi que los niveles de contaminacion cuando los costes
son distintos sean siempre inferiores a los que alcanza cuando los costes unitarios
son iguales. También en esta grafica se puede observar como el comportamiento de
la contaminacién en horizonte finito e infinito, independientemente de los valores de

los costes unitarios, es idéntico hasta que Qr(t, %) alcanza su punto de inflexion.

o
&

[
f

Figura 2: Emisiones éptimas.

En la figura dos se muestran las trayectorias que siguen las emisiones de las dos
administraciones cuando ambas adoptan las estrategias cooperativas, el pardmetro
a = % y el horizonte temporal del juego se toma finito o bien, infinito. La gréfica
de la izquierda muestra los resultados para la administraciéon con costes denotados
por uno y la grafica de la derecha para la administraciéon denotada por dos. En la
grafica de la izquierda las trayectorias que proporcionan emisiones positivas durante
todo el horizonte temporal corresponden al caso de costes distintos y en la gréfica
de la derecha cuando los costes son iguales. Por tanto, las tareas de absorcion
son llevadas a cabo por la primera administracion si los costes son iguales debido
a la menor ponderacion que se esta dando a su funcional objetivo; esta tarea de
absorcién tiene que ser desarrollada por la segunda administracién cuando los costes
son distintos aunque observemos que es la primera administracion la que presenta
los costes unitarios més elevados. Observemos que en horizonte infinito las emisiones
mantienen la tendencia hacia Q**(0,4) luego, si una administracién tiene que realizar

tareas de limpieza tendra que realizarlas para siempre mientras que en horizonte

12



finito esta circunstancia no se produce ya que hacia el final del horizonte temporal
existe un cambio de tendencia que obliga a las administraciones a provocar un

crecimiento acelerado de las emisiones con objeto de alcanzar las cuotas pactadas.

S0000 35000.

30000
S0000
25000

20000
40000
15000

10000
20000+

S000

Figura 3: Costes de los jugadores.

Las variaciones en los costes unitarios de las administraciones también afectan
a las valoraciones de los costes durante todo el desarrollo del juego para ambas ad-
ministraciones. El horizonte temporal no afecta al comportamiento cualitativo de
estas valoraciones aunque, si el horizonte temporal es infinito, las valoraciones de
los costes son siempre superiores a las que se obtienen si el horizonte temporal es
finito, siempre realizando estas comparaciones fijando el resto de los parametros del
juego. Si representamos estas valoraciones variando el parametro de ponderacién
podemos observar en la grafica de la izquierda de la figura tres, que el valor actual
de los costes para la primera administracion sigue una trayectoria creciente y con-
vexa independientemente de que los costes unitarios sean iguales o distintos, aunque
las trayectorias también muestran que existe un valor del pardmetro de ponderacion
para el que el valor actual del coste es idéntico y segin aumenta el parametro « las
valoraciones son mayores si los costes unitarios son iguales. La gréafica de la derecha
recoge las valoraciones para la segunda administracion y encontramos que si los
costes unitarios son iguales el valor actual sigue un comportamiento creciente y con-
vexo pero si los costes son distintos, el comportamiento sigue una funcién creciente
esta vez concava sin puntos comunes respecto del caso convexo. Por tanto, la se-
gunda administracion, con valoraciones inferiores para el mismo valor del parametro
de ponderacion que la primera administracién, modifica la trayectoria de sus costes

ante modificaciones de los costes unitarios de la otra administracion.
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5.- CONCLUSIONES

Hemos considerado un juego diferencial entre dos administraciones que intentan
minimizar el valor actual del coste asociado a sus emisiones de CO5 a la atmédsfera
y al coste que supone para cada una de ellas el compartir una atmosfera contami-
nada con objeto de estudiar las estrategias a seguir por las administraciones si ellas

aceptan soluciones cooperativas.

Para encontrar las estrategias cooperativas hemos utilizado programacién diné-
mica en vez del principio del minimo y de este modo hemos obtenido la repre-
sentacién feedback de las estrategias cooperativas tanto en horizonte finito como

infinito.

Desde el planteamiento del juego, que sélo aborda el problema de la contami-
naciéon desde el punto de vista de los costes y desde los resultados obtenidos, hemos
comprobado que tanto las emisiones 6ptimas de las administraciones como el nivel
de contaminacion que alcanza la atmoésfera generado por ellas, son muy sensibles
a los ajustes parametricos que se consideren en el juego. Los comportamientos
cualitativos de las emisiones y de la contaminacion, fijado un horizonte temporal
para el desarrollo del juego, son idénticos aunque los ajustes para costes unitar-
ios, cuotas de emision pactadas, parametros de limpieza atmosférica y tanto de
actualizacién, influyen sobre sus comportamientos cuantitativos y afectan a ambas
administraciones. Las disparidades en los costes unitarios pueden provocar que la
administracion menos industrializada tenga que realizar labores de limpieza para
que la mas industrializada siga manteniendo un nivel de emisiones positivas cuyos

efectos medioambientales afectard a ambas administraciones.

Desde un punto de vista estrictamente matematico parece necesario subrayar
que los resultados obtenidos en el trabajo encuentran la solucién para la ecuacion
diferencial que satisface aq(t). Si operamos en la ecuacién diferencial que satisface

esta variable, tendriamos

1 o? o?
as(t) = e’ e P Zay(t)? | — + ————| — (e1m + am)ai(t))| dt + Cte
)=t | [ Gartt? | 2t | = oteun + emar(t) ,

y dada la expresiéon que satisface a;(t) no es obvio encontrar una primitiva para

la integral. En todo caso, los resultados encontrados en el trabajo, respecto a esta

cuestion, se deben a las relaciones que existen entre el principio del minimo y la

programacion dinamica y a la propia definiciéon de funcién de valor.
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